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NAVIGA´CIO´ HA´LO´ZATOKBAN BOLYAI JA´NOS GEOMETRIA´JA
SEGI´TSE´GE´VEL
BI´RO´ JO´ZSEF, GULYA´S ANDRA´S, RE´TVA´RI GA´BOR, KO˝RO¨SI ATTILA,
HESZBERGER ZALA´N, MAJDA´N ANDRA´S
Ebben a tanulma´nyban ro¨viden o¨sszefoglaljuk a Bolyai Ja´nos Matemati-
ka Ta´rsulat 2016. e´vi Alkalmazott Matematikai Konferencia´ja´n elhangzott
elo˝ada´s le´nyege´t, amely a ku¨lo¨nbo¨zo˝ komplex ha´lo´zatokban to¨rte´no˝ naviga´-
cio´ro´l szo´lt. Jelen cikkben kiemelt figyelmet ford´ıtunk az u´n. ska´lafu¨ggetlen
ha´lo´zatokra, amelyekhez sok szempontbo´l Bolyai Ja´nos hiperbolikus geomet-
ria´ja jobban illeszkedik, mint az euklideszi te´r. Ro¨viden megmutatjuk, hogy
a hiperbolikus geometria seg´ıtse´ge´vel hogyan lehet meghata´rozni azokat a
minimalisztikus (adott csomo´pontok esete´n a leheto˝ legkevesebb e´lt tartal-
mazo´) ha´lo´zatokat, amelyek maxima´lis me´rte´kben naviga´lhato´ak. Arro´l is
e´rtekezu¨nk, hogy ezek a naviga´cio´s va´zak struktura´lisan hasonlo´ak sza´mos
valo´s ha´lo´zathoz e´s nagy me´rte´kben benne is vannak azokban.
1. Bevezete´s
A ha´lo´zattudoma´ny paradigma´ja, hogy a bennu¨nket ko¨ru¨lvevo˝ legku¨lo¨nfe´le´bb
technolo´giai e´s terme´szetben elo˝fordulo´ ha´lo´zatok (pl. internet, legija´ratok ha´lo´-
zata, szavak szomsze´dossa´gi ha´lo´zata, emberi agy struktura´lis ha´lo´zata) egyse´ges
keretrendszerben vizsga´lhato´k, felfedheto˝k a legku¨lo¨nbo¨zo˝bb topolo´gia´ju´ ha´lo´za-
tok ko¨zo¨s vona´sai, meghata´rozhato´k a ha´lo´zati funkcio´k szempontja´bo´l le´nyeges
tulajdonsa´gaik.
A valo´sa´gban elo˝fordulo´ ha´lo´zatokban a naviga´cio´ alapveto˝ fontossa´gu´ funk-
cio´. Technolo´giai ha´lo´zatokban ez a´ltala´ban azt jelenti, hogy a ha´lo´zat struktu´ra´ja
alapja´n meg kell hata´rozni azokat az u´tvonalakat, amelyek mente´n a csomo´pontok
ko¨zo¨tt gazdasa´gosan e´s hate´konyan lehet az informa´cio´t, utasokat, a´rut tova´bb´ı-
tani. Ko¨zo¨sse´gi/ismeretse´gi ha´lo´zatokban a naviga´cio´ kapcsa´n gondolhatunk pl.
arra, hogy nem trivia´lis feladat u´tvonalat tala´lni ismeretse´gi kapcsolatokon keresz-
tu¨l egy sza´munkra ismeretlen emberhez. Biolo´giai ha´lo´zatokban is megfigyelheto˝k
olyan jel-, energia- vagy informa´cio´tova´bb´ıta´si folyamatok, amelyek ha´lo´zatszintu˝
naviga´cio´s koordina´cio´ra utalnak. Vannak olyan ha´lo´zatok is, amelyekro˝l intuit´ıve
e´rezzu¨k, hogy valamilyen mo´don naviga´lhato´k, de nagyon nehe´z (vagy ko¨zvetlenu¨l
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nem is lehetse´ges) tetten e´rni ezt a funkcio´t. Ilyen pl. a szavak szomsze´dossa´gi
ha´lo´zata, amely a feju¨nkben le´vo˝ menta´lis lexikon egyfajta lenyomata´nak is tekint-
heto˝. Amikor pl. besze´lu¨nk, agyunk a menta´lis lexikonban naviga´l, e´s ez rendk´ıvu¨l
gyors, azonban a szavak ha´lo´zata´n ezt a naviga´cio´t ko¨zvetlenu¨l nem tudjuk meg-
figyelni.
A ha´lo´zattudoma´nyban az u´n. moho´ naviga´cio´ ne´pszeru˝ e´s sokat vizsga´lt funk-
cio´. A ne´pszeru˝se´g oka valo´sz´ınu¨leg az, hogy rendk´ıvu¨l egyszeru˝, a ha´lo´zati cso-
mo´pontokro´l felte´telezi, hogy nem ismerik a teljes topolo´gia´t, csak a velu¨k ko¨zvet-
len o¨sszeko¨ttete´sben le´vo˝kro˝l tudnak valamit. Stanley Milgram 1967-es kisvila´g
k´ıse´rlete´ben demonstra´lta, hogy emberek ko¨zo¨tti ismeretse´gi ha´lo´zatban hate´ko-
nyan terjesztheto˝ informa´cio´, amely a ha´lo´zat kisvila´g tulajdonsa´ga´nak e´s a moho´
naviga´cio´nak tulajdon´ıthato´. A moho´ naviga´cio´ ro¨viden u´gy jellemezheto˝, hogy a
ha´lo´zatban minden csomo´pont az informa´cio´t annak a szomsza´dja´nak adja tova´bb,
aki a ce´lhoz a
”
legko¨zelebbinek”tu˝nik. A modelleze´s szintje´n ez implicite felte´telezi
egy rejtett metrikus te´r jelenle´te´t, e´s az ezen to¨rte´no˝ ta´volsa´gsza´mı´ta´s alkalmaza´-
sa´t. Elo˝szo¨r Jon Kleinberg mutatta meg egy egyszeru˝, hosszu´ kapcsolatokat is
tartalmazo´ euklideszi ra´csmodellen, hogy a csomo´pontok a koordina´ta´k alapja´n
to¨rte´no˝ moho´ naviga´cio´ seg´ıtse´ge´vel hate´konyan tala´lnak ro¨vid u´tvonalakat ma´s
csomo´pontokhoz [4].
2. Moho´ naviga´cio´ ha´lo´zatokban
A moho´ naviga´cio´ kapcsa´n fontos gra´felme´leti ke´rde´s, hogy egy ve´ges o¨sszeko¨-
to¨tt ira´ny´ıtatlan gra´f bea´gyazhato´-e valamilyen metrikus te´rbe oly mo´don, hogy
ba´rmely ke´t pontja ko¨zo¨tt legyen moho´ u´tvonal. A va´lasz megada´sa elo˝tt defini-
a´ljuk a moho´ bea´gyazhato´sa´g fogalma´t.
2.1. Defin´ıcio´. Moho´ bea´gyaza´s: Egy G ira´ny´ıtatlan gra´f moho´ bea´gyaza´sa
egy metrikus (X, d) te´rbe jelentse azt az f : V (G) → X leke´peze´st, amely ren-
delkezik a ko¨vetkezo˝ tulajdonsa´ggal: minden ku¨lo¨nbo¨zo˝ s, t ∈ V (G) csu´cspa´rhoz
le´tezik egy s-sel szomsze´dos u csu´cs, amelyre d(f(u), f(t)) < d(f(s), f(t)).
Ez azt jelenti, hogy ha egy gra´f moho´n bea´gyazhato´, akkor ba´rmely ke´t forra´s-ce´l
csu´cspa´r ko¨zo¨tt le´tezik olyan u´tvonal, amelyen a forra´sbo´l indulva e´s ve´gigha-
ladva, minden le´pe´sben ko¨zelebb keru¨lu¨nk a ce´lhoz. Sza´mos eredme´ny szu¨letett
arra vonatkozo´an, hogy adott tulajdonsa´gu´ gra´fokat milyen metrikus te´rbe lehet
moho´n bea´gyazni. Egy jelento˝s negat´ıv eredme´ny, hogy minden ve´ges dimenzio´s
normaliza´lt vektorte´rhez tala´lhato´k olyan gra´fok, amelyek abba moho´ mo´don nem
a´gyazhato´ak be. Specia´lis esetke´nt ez pl. azt jelenti, hogy sza´mos gra´f az euklideszi
s´ıkba nem a´gyazhato´ be.
A fentiek fe´nye´ben tala´n meglepo˝nek tu˝nhet a ko¨vetkezo˝ te´tel:
2.1. Te´tel. ([5]) Minden o¨sszeko¨to¨tt ve´ges gra´f moho´n bea´gyazhato´ a hiper-
bolikus s´ıkba.
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Ez u´gy interpreta´lhato´, hogy minden gra´fhoz tala´lhato´k ke´tdimenzio´s hiperbolikus
koordina´ta´k, amelyekkel a csomo´pontokat felc´ımke´zve a gra´fban a moho´ u´tvonal-
va´laszta´s megvalo´s´ıthato´. E nagyon a´ltala´nos eredme´ny ha´tra´nyake´nt mindenke´p-
pen meg kell eml´ıteni, hogy a te´tel nem mond semmit az u´tvonalak hossza´ro´l (ke´t
csomo´pont ko¨zo¨tti moho´ u´tvonal ha´ny le´pe´st tartalmaz), a csomo´pontok e´s az
e´lek u´tvonalterhele´se´ro˝l (ha´ny moho´ u´tvonal halad rajtuk keresztu¨l). Egy adott
ha´lo´zatban a kialak´ıtando´ u´tvonalva´laszta´s szempontja´bo´l ezek fontos mu˝szaki jel-
lemzo˝k.
A fenti eredme´nyek e´s az a te´ny, hogy a valo´sa´gban elo˝fordulo´ ha´lo´zatok nem
aka´rmilyenek, motiva´lta´k a ko¨vetkezo˝ (a moho´ bea´gyaza´s szempontja´bo´l dua´lis-
nak tekintheto˝) proble´mako¨r felvete´se´t. Tekintsu¨k a hiperbolikus s´ıkon a leheto˝
legegyszeru˝bb e´s legkevesebb parame´tert haszna´lo´ ha´lo´zatgenera´lo´ mo´dszereket e´s
az a´ltaluk elo˝a´ll´ıtott ha´lo´zatokat. Ezek a ha´lo´zatok vajon rendelkeznek-e a mo-
ho´ naviga´lahto´sa´g tulajdonsa´ga´val. Milyen egye´b tulajdonsa´gokkal rendelkeznek,
hasonl´ıtanak-e pl. a valo´sa´gban elo˝fordulo´ ha´lo´zatokhoz?
Egy ilyen nagyon egyszeru˝ hiperbolikus generat´ıv modell a ko¨vetkezo˝ [6]: Egy
R sugaru´ hiperbolikus ko¨rlapon helyezzu¨nk el egyenletesen ve´letlenszeru˝en N pon-
tot, majd minden pontot ko¨ssu¨nk o¨ssze a na´la R-ne´l nem ta´volabbi pontokkal. Az
ı´gy kialakult ha´lo´zatokro´l megmutathato´, hogy sza´mos valo´s ha´lo´zathoz hasonlo´-
an foksza´meloszla´suk ska´lafu¨ggetlen, kisvila´g tulajdonsa´gu´ak e´s klaszterezettse´gu¨k
pedig magas. Az is kimutathato´, hogy az ı´gy genera´lt ha´lo´zatok szinte 100%-os
me´rte´kben moho´n naviga´lhato´ak (azaz ba´rmely ke´t csomo´pont ko¨zo¨tt le´tezik mo-
ho´ u´tvonal). Ku¨lo¨n e´rdekes megfigyele´s, hogy a moho´ u´tvonalak ro¨videk e´s a
hiperbolikus s´ıkon ko¨zel vannak a geodetikus vonalakhoz. Ezek az eredme´nyek
sza´mos tova´bbi, a hiperbolikus geometria e´s a komplex ha´lo´zatok me´lyebb meg-
e´rte´se´t ce´lzo´ kutata´st inspira´ltak. Tala´n az egyik legjelento˝sebb mu˝szaki kutata´si
ira´nyvonal annak vizsga´lata, hogy az internet AS (autonomous System) szintu˝
u´tvonalva´laszto´ rendszere´nek teljes csere´je milyen felte´telekkel e´s hate´konysa´ggal
lenne lehetse´ges [2]. Erre vonatkozo´an k´ıse´rleti rendszer e´p´ıte´se is folyamatban
van [9].
3. Moho´ naviga´cio´s va´zha´lo´zatok
Ebben a fejezetben bemutatjuk a ha´lo´zatok moho´ naviga´cio´ja tere´n ele´rt saja´t
eredme´nyeinket. A kora´bbi fejezetben ismertetett generat´ıv modell alapja´n u´gy
tu˝nik, hogy a hasonlo´ tulajdonsa´gu´ valo´s ha´lo´zatok bea´gyazhato´k a hiperbolikus
s´ıkba oly mo´don, mintha egy bizonyos parame´teru˝ generat´ıv hiperbolikus ve´let-
len modell megvalo´sula´sai lenne´nek. Az irodalombo´l ismertek ilyen bea´gyaza´si
algoritmusok, ezek le´ıra´sa´to´l most eltekintu¨nk, csak annyit jegyzu¨nk meg, hogy a
bea´gyaza´sok alapja lehet pl. a Markov-la´nc Monte-Carlo-mo´dszer [7]. A bea´gya-
za´s eredme´nyei a valo´s ha´lo´zat csomo´pontjaihoz rendelt ke´tdimenzio´s hiperbolikus
koordina´ta´k.
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Mind a bea´gyazott ha´lo´zatok, mind pedig a generat´ıv modellek esete´n felvet-
heto˝ a ko¨vetkezo˝ ke´rde´s: Csupa´n a csomo´pontok koordina´ta´i alapja´n (egy pilla-
natra elfelejtve a csomo´pontok ko¨zo¨tti e´leket) meghata´rozhato´-e az a minima´lis
sza´mu´ e´lt tartalmazo´ ha´lo´zat, amely 100%-os me´rte´kben moho´ naviga´lhato´. Egy
ilyen maxima´lisan naviga´lhato´ minimalisztikus va´zha´lo´zat le´teze´se fontos szerepet
kaphat a naviga´lhato´ ha´lo´zatokban, amelyro˝l egy kicsit ke´so˝bb re´szletesebben is
e´rtekezu¨nk. A ko¨vetkezo˝kben bemutatunk egy nagyon egyszeru˝, ba´rmely metrikus
te´rben mu˝ko¨do˝ ha´lo´zatforma´lo´ naviga´cio´s ja´te´kot, amelynek egy Nash egyensu´lya
a hiperbolikus s´ık esete´n e´ppen a fent keresett naviga´cio´s va´zha´lo´zat.
3.1. Defin´ıcio´. Ha´lo´zatforma´lo´ naviga´cio´s ja´te´k:
Strate´gia´k. A strate´gia´k tere egy u ∈ P ja´te´kos sza´ma´ra, amely szerint ma´s
ja´te´kosokhoz e´leket hu´z a ha´lo´zatban, legyen Su = 2
P\{u}. Legyen s egy vektor
ebben a te´rben: s = (s0, s1 . . . sN−1) ∈ (S0, S1 . . . SN−1), e´s G(s) legyen az a gra´f,
amelyet s genera´l, azaz G(s) =
⋃N−1
i=0 (i× si).
Kiada´s. A ja´te´kosok ce´lja minimaliza´lni a kiada´saikat, azaz
cu =
∑
∀u ̸=v
dG(s)(u, v) + |su|, u, v ∈ P,
ahol
dG(s)(u, v) =
{
0, ha∃ u→ v moho´ u´tvonal G(s)-ben,
∞ egye´bke´nt.
A fenti ha´lo´zatforma´lo´ naviga´cio´s ja´te´k Nash-egyensu´lyairo´l megmutathato´, hogy
egyben szocia´lis optimumot is biztos´ıtanak, ı´gy meghata´roza´suk visszavezetheto˝
egy minima´lis halmazlefede´si proble´ma´ra [3]. Mivel to¨bb Nash-egyensu´ly is van,
vizsga´latainkban mindig azt az egyensu´lyi ha´lo´zatot hata´roztuk meg, amely az
e´lek hossza´nak o¨sszege´t is minimaliza´lja. Ez teljesen o¨sszhangban van az u´n. e´l-
lokalita´s elvvel [8] [4] [1], amely sokszor a valo´s ha´lo´zatokban megfigyelheto˝ magas
klaszterezettse´g egyik kiva´lto´ oka lehet.
A hiperbolikus s´ık esete´n a fenti ja´te´k Nash-egyensu´lyi ha´lo´zata´ro´l sza´mos e´r-
dekes e´s fontos tulajdonsa´got bizony´ıtottunk analitikusan, amelyeket nagy sza´mu´
numerikus vizsga´lat eredme´nyei is ala´ta´masztottak [3]. Megmutattuk, hogy min-
den Nash-egyensu´lyi ha´lo´zat tartalmaz egy bizonyos ha´lo´zati topolo´gia´t, e´s benne
van egy ma´sik bizonyos ha´lo´zati topolo´gia´ban. Ennek fontos ko¨vetkezme´nye pl. az,
hogy a Nash-egyensu´lyi ha´lo´zat a´tlagos foksza´ma 1 e´s 4 ko¨zo¨tt van, a numerikus
vizsga´latok alapja´n az a´tlagos foksza´m 2,29. Bebizony´ıtottuk, hogy az egyen-
su´lyi ha´lo´zat foksza´meloszla´sa jo´ ko¨zel´ıte´ssel hatva´nyfu¨ggve´ny, klaszterezettse´gi
egyu¨tthato´ja pedig 0,447 ko¨ru¨li e´rte´k, azaz ezekben a struktura´lis jellemzo˝kben is
hasonl´ıtanak a valo´sa´gban megfigyelheto˝ ha´lo´zatokhoz.
Megvizsga´ltuk azt a ke´rde´st is, hogy a hiperbolikus s´ıkba bea´gyazott valo´s ha´lo´-
zatok esete´n a csak a koordina´ta´k alapja´n genera´lt Nash-egyensu´lyi ha´lo´zat milyen
me´rte´kben van benne az eredeti valo´s ha´lo´zatban. A vizsga´lt ha´lo´zatok az USA
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Internet Metabolikus Szavak Repterek
Csomo´pontok 4919 602 4065 283
E´lek 28361 2498 38631 1973
Nash egyensu´lyi va´zha´lo´ e´lek 5490 743 4634 328
Tartalmaza´s 83% 87% 71,5% 84%
Naviga´cio´s sikeresse´gi ara´ny 87% 85% 81% 89%
1. ta´bla´zat
le´giforgalmi ha´lo´zata, az internet AS szintu˝ topolo´gia´ja, egy metabolikus ha´lo´zat
e´s a szavak egy bizonyos szomsze´dossa´gi ha´lo´zata voltak. Az 1. ta´bla´zat mutatja a
csomo´pontok e´s e´lek sza´ma mellett a tartalmaza´st, amely azt jelenti, hogy a Nash-
egyensu´lyi ha´lo´zat e´lei ko¨zu¨l ha´ny sza´zale´k van benne az eredeti ha´lo´zatban is. A
naviga´cio´ sikeresse´gi ara´nya azt jelenti, hogy az eredeti ha´lo´zatban a bea´gyaza´s
uta´n a csomo´pontpa´rok ha´ny sza´zale´ka ko¨zo¨tt le´tezik moho´ u´tvonal. Megfigyel-
heto˝, hogy a Nash-egyensu´lyi ha´lo´zatok nagy me´rte´kben benne vannak a valo´s
ha´lo´zatokban, amely o¨sszhangban van a magas naviga´cio´s sikeresse´gi ara´nnyal is.
Randomiza´lt nullmodellek seg´ıtse´ge´vel azt is igazoltuk, hogy a magas tartalmaza´si
ara´ny nem lehet a ve´letlen mu˝ve.
1. a´bra. Az internet AS topolo´gia e´lei (halva´nyke´k), a Nash-egyensu´lyi ha´lo´zat
e´lei (a pirosak re´szei az eredeti internet topolo´gia´nak, a zo¨ldek nem).
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
A cikkben szereplo˝ kutata´sok az OTKA FK 17 123957., KH 18 129589., K 17
124171. pa´lya´zatok ta´mogata´sa´val valo´sultak meg. Heszberger Zala´nt az MTA
Bolyai Ja´nos Kutata´si O¨szto¨nd´ıj, valamint az UNKP-19-4 U´j Nemzeti Kiva´lo´sa´g
Program kerete´ben az Emberi Ero˝forra´sok Miniszte´riuma ta´mogatta. A ta´moga-
ta´soke´rt a szerzo˝k ko¨szo¨netu¨ket fejezik ki.
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NAVIGATION IN NETWORKS BY THE BOLYAI-LOBACHEVSKY
HYPERBOLIC GEOMETRY
Jo´zsef B´ıro´, Andra´s Gulya´s, Ga´bor Re´tva´ri, Attila Ko˝ro¨si,
Zala´n Heszberger, Andra´s Majda´n
In this paper we briefly overview greedy navigation issues in networks. We argue that in case
of scale-free and small-world networks with high clustering the Bolyai-Lobachevsky hyperbolic
geometry is suitable for greedy geometric navigation. We also highlight that Nash equilibrium
networks that have the smallest possible number of links required to maintain 100% navigability,
form skeletons of real networks and share with them their basic structural properties.
Keywords: navigation, complex networks, Bolyai-Lobachevsky hyperbolic geometry.
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